ТМ к лекции № 10

Выборочные методы математической статистики

10.1. Основные задачи математической статистики

Математическая статистика - это раздел теории вероятностей, в котором рассматриваются практические методы исследования случайных величин и событий. В основе такого изучения лежат опытные наблюдения. Чем более обширны результаты этих наблюдений, тем с большей достоверностью можно делать выводы из них. Задачи математической статистики можно разбить на три группы:

1) Задачи определения законов распределения случайных величин. Если число наблюдений достаточно велико,  то результаты наблюдений могут быть как угодно близки к истинному закону распределения. На практике, даже при очень большом числе наблюдений, имеются отклонения частот наблюдаемых событий от реальных значений вероятностей. Поэтому результаты наблюдений содержат как закономерную, так и случайную составляющую. Поэтому задача состоит в выделении закономерной части и отсеивании случайной части результатов. Для достаточно надежного решения этой задачи требуется достаточно большой объем наблюдений (порядка одной или нескольких сотен).

2) Проверка различных статистических гипотез, оценка правдоподобия полученных по результатам наблюдений выводов. Для решения этой задачи требуется объем наблюдений порядка 50-100.

3) Получение статистических оценок числовых характеристик случайных величин. Для решения этой задачи требуется небольшой объем наблюдений порядка 20.

10.2. Выборочные методы

Основным методом изучения случайных величин в математической статистике является выборочный метод. Пусть нам дана некоторая случайная величина X. Множество ее возможных значений называется генеральной совокупностью. Проведем n наблюдений и зафиксируем в каждом из них результаты наблюдений. Получим таблицу из двух строк: в первой строке i - номер наблюдения, во второй xi, i=1,2,3,...,n - результаты наблюдений. Таблица имеет вид
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Полученные результаты называются выборкой объема n, а таблица называется первичным статистическим рядом.

Для того чтобы значения выборки отражали характерные особенности случайной величины должен быть выполнен ряд условий и требований:

1. Результаты наблюдений должны быть случайными и независимыми от результатов предыдущих наблюдений. Для выполнения этого условия должны быть приняты специальные меры защиты от искажения получения результатов.

2. Выборка должна быть репрезентативной, т. е. представительной. Это означает, что основные группы данных, относящиеся к разным частям случайной величины должны быть представлены в соотношениях близких к реальным. Необходимым, но недостаточным условием репрезентативности является достаточный объем выборки.

Мы не можем обсудить здесь эти условия. Но знать о них и выполнять их при организации статистического исследования мы обязаны.

Если случайная величина X дискретная и имеет небольшое число возможных значений, то строится вариационный ряд, в котором наблюдаемые значения упорядочены по возрастанию и для каждого значения, отличного от других, подсчитано число появлений mi этого значения в выборке. В результате получится таблица из двух строк: в первой строке xi, i=1,2,3,...,k, идущие в порядке возрастания, во второй - число появлений mi. Естественно, выполняется условие:

m1+ m2+... +mk=n.








(1)

Таблица имеет вид
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Если случайная величина X дискретная и имеет большое число возможных значений или непрерывная, то строится интервальный ряд. Для этого выбирается интервал [x0,xk], на который укладываются все результаты наблюдений. Интервал разбивается на k интервалов необязательно одинаковой длины подсчитывается число попаданий mi на каждый интервал. В результате получается таблица из двух строк: в первой строке интервалы [xi-1,xi], i=1,2,3,...,k, идущие в порядке возрастания, во второй - число появлений mi. Естественно, выполняется условие (1). Таблица имеет вид


[image: image3.wmf]I

m

x

x

m

x

x

m

x

x

m

x

x

m

i

i

k

k

k

[

;

]

[

;

]

[

;

]

.

.

.

.

.

.

[

;

]

.

0

1

1

1

2

2

2

3

3

1

-


Иногда вариационный и интервальный ряды дополняют третьей строкой. в которой указывают частоты появлений 
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10.3. Обработка результатов

По данному вариационному ряду строится статистическая функция распределения
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Для этого для каждого значения x подсчитывается сумма частот попадания на интервал (-(;x). В системе координат Oxy изображают график этой функции. Так как при переходе через значение x=xi значение частоты изменяется скачком на величину pi(, то статистическая функция распределения кусочно-постоянна. Схематический вид графика дан на рис.

Часто для геометрического представления результатов наблюдений строят гистограмму.  Для построения гистограммы строят интервальный ряд, и в системе координат Oxy на каждом интервале строят прямоугольник с площадью, пропорциональной частоте попадания на данный интервал. Если длины интервалов одинаковы, то высоты прямоугольников пропорциональны частотам попадания. Схематический вид гистограммы дан на рис. Гистограмма - это геометрический аналог плотности распределения.

Вместо гистограммы можно использовать полигон. Для построения полигона в системе координат Oxy в точках x=xi откладывают отрезки пропорциональные частоте pi( и соединяют полученные точки последовательно ломаной линией. Полученная фигура называется полигоном. Схематический вид графика дан на рис.

Вместо статистической функции распределения можно построить кумуляту. Для построения кумуляты по  данному интервальному ряду  построим накопленные частоты для каждого из концов интервала, а затем отложим их в системе координат Oxy в точках x=xi и соединим полученные точки ломаной линией. Полученная ломаная называется кумулятой.

10.4. Статистические оценки числовых характеристик
Одна из первых задач статистического исследования - это задача построения статистических оценок числовых характеристик случайных величин. Основной принцип статистических исследований состоит в том, что частоты событий играют роль вероятностей. Действительно, при числе испытаний n((  частоты стремятся к вероятностям, т. е. pi(( pi. И, следовательно, при достаточно большом n имеем pi( ( pi. И хотя число наблюдений на практике не является достаточно большим, но все равно вероятности полагают равными частотам.

Рассмотрим статистические оценки математического ожидания и дисперсии. Мы будем обозначать статистические оценки также как и в теории вероятностей с дополнительным значком (. Так как математическое ожидание есть среднее значение случайной величины, то в качестве статистической оценки математического ожидания естественно взять среднее значение наблюдаемых величин первичного статистического ряда
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Аналогично для дисперсии


[image: image7.wmf].

)

(

1

1

2

å

=

*

*

-

=

n

i

i

X

M

x

n

X

D


Для вариационного ряда получим оценки
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для дисперсии
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Для интервального ряда выберем для каждого интервала некоторого представителя 
[image: image10.wmf]~
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 (обычно середину интервала). Получим оценки 

для математического ожидания
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для дисперсии
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10.5. Требования к статистическим оценкам числовых характеристик
Статистические оценки числовых характеристик случайных величин являются некоторыми функциями от значений случайных величин, и потому сами являются некоторыми случайными величинами. Поэтому они должны удовлетворять ряду требований, Перечислим основные. Оценки должны быть несмещенными, состоятельными и эффективными. Пусть ( некоторая числовая характеристика и (( ее статистическая оценка.

Несмещенность означает, что M((= (. Это значит, что, пользуясь оценкой, мы не допускаем систематической ошибки ни в сторону завышения, ни в сторону занижения.

Состоятельность  означает, что (( сходится по вероятности к  (, т. е.
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для любого (>0.

Эффективность означает, что среди различных оценок оценка (( обладает минимальной дисперсией, т. е. имеет наименьший разброс.

Не всегда удается построить оценку, удовлетворяющую всем требованиям. Поэтому иногда приходятся ослаблять требования. Так обычно пользуются оценками, которые не являются эффективными, но приближаются к эффективным при n((. Иногда приходится пользоваться не сильно смещенными оценками.

_1115043917.unknown

_1115043921.unknown

_1115043923.unknown

_1115043925.unknown

_1115043926.unknown

_1115043924.unknown

_1115043922.unknown

_1115043919.unknown

_1115043920.unknown

_1115043918.unknown

_1115043915.unknown

_1115043916.unknown

_1115043914.unknown

