ТМ к лекции № 11

Точечные и интервальные оценки статистических числовых характеристик
11.1. Статистическое математическое ожидание

Статистическая оценка математического ожидания, построенная для первичного статистического ряда имеет вид
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Для вариационного ряда оценка имеет вид
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(2)

Оценку (1) и (2) можно рассматривать как среднее значение из n значений данной выборки. Но можно считать, что имеем среднее из n значений различных независимых случайных величин Xi, распределенных по одному и тому же закону. Пусть MXi=m и DXi=(2. Тогда
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Это значит, что оценка (1) является несмещенной, и, пользуясь ею, мы допускаем только случайную ошибку, вызванную действием случайных факторов.

По следствию из закона больших чисел
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Это значит, что оценка (1) является состоятельной.

Можно показать, что для нормальной случайной величины она является эффективной. В остальных случаях она приближается к эффективной при n((.

11.2. Статистическая дисперсия
Статистическая оценка дисперсии, построенная для первичного статистического ряда имеет вид
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Для вариационного ряда оценка имеет вид
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Отметим, что из оценки (1) следует
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Рассмотрим вопрос о смещенности  оценки (3) или (4).
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Найдем
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Тогда
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Мы видим, что оценка (3) является смещенной. Для того, чтобы получить несмещенную оценку нужно умножить оценку (3) на множитель n /(n-1). Тогда несмещенная оценка равна
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(5)

Для достаточно больших n (n(30) смещенность оценки (3) не играет заметной роли. Погрешность не очень велика (не более 3%). Можно пользоваться как оценкой (3), так и оценкой (5). однако при малых n (n<30)  можно пользоваться только оценкой (5).

Можно показать, что оценка является состоятельной.

11.3. Доверительный интервал и доверительная вероятность

Оценки (2) и (5) являются функциями от значений случайных величин и потому сами являются случайными величинами. Следовательно, для них существует некоторый интервал возможных значений и функция распределения, указывающая закон распределения оценки на интервале. И хотя конкретный вид их распределения нам часто неизвестен, но для оценок (2) или (5) существует целый интервал значений, которые также практически пригодны в качестве оценки. Поэтому возникает задача: проверить надежность оценки, выяснить в каком интервале данные согласуются с результатами наблюдений. Введем достаточно большую вероятность ( такую, что события с такой вероятностью считались бы практически достоверными. Такая вероятность называется доверительной.  Выбор величины доверительной вероятности зависит от постановки задачи, чаще всего берутся значения (=0,9;0,95;0,99;0,997...Поставим следующую задачу:

По данной доверительной вероятности ( найти для данной оценки такой интервал I(, что вероятность попадания на интервал была равна

P(X( I()=(.

Этот интервал называется доверительным. Доверительный интервал I( можно выбрать неоднозначно. Поэтому при конкретных построениях вводят некоторые дополнительные условия, при которых выбор осуществляется однозначно.

11.4. Доверительный интервал для статистического математического ожидания
Поставим задачу нахождения доверительного интервала для статистического математического ожидания. Пусть MXi=m и DXi=(2. Тогда MM(X=m и DM(X=(2/n. Зададим доверительную вероятность (. Так как M(X есть среднее значение суммы, то по центральной предельной теореме закон распределения для M(X близок к нормальному, который обладает симметрией относительно математического ожидания. Поэтому потребуем выполнения равенства
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где (>0 - величина, подлежащая определению.

Если бы закон распределения был известен, то по закону распределения нашли бы соответствующую величину  (( и нашли бы доверительный интервал из условия
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которое запишем в виде
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Воспользуемся тем, что закон распределения для M(X близок к нормальному. Из-за отсутствия точных значений m и (2 возьмем для M(X в качестве параметров нормального распределения a= M (X  и
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 Тогда равенство (6) запишется в виде
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Найдем t( из равенства
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Тогда приближенное значение доверительного интервала для статистического математического ожидания
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При построении доверительного интервала взято дополнительное условие: доверительный интервал симметричен относительно M(X. Доверительный интервал показывает множество значений, которые согласуются с результатами опыта. Заметим, что доверительная вероятность не является вероятностью попадания величины M(X на интервал I(. Это вероятность того, что случайный интервал I( накроет неслучайное значение m.

Пример.

Пусть по результатам 20 наблюдений получено M(X=10,78 и D(X=0,064.  Построить доверительный интервал для (=0,9. Тогда
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Доверительный интервал имеет вид
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11.5. Доверительный интервал для статистической дисперсии
Оценка (5) для дисперсии не является суммой независимых величин, так как в каждое слагаемое входит M(X. Кроме того, она обладает заметной несимметрией. Все же при n>20 можно считать, что ее закон распределения близок к нормальному и использовать те же методы построения доверительного интервала. Для оценки (5) MD (X=(2. Вывод формулы для дисперсии проводится сложно и мы приведем формулу без вывода:
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где (4 - центральный момент 4-го порядка.

Для построения доверительного интервала нам нужно знать оценку момента 4-го порядка. Можно использовать оценку
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Однако при небольшом числе наблюдений погрешность оценки очень велика. Если других возможностей нет, то с этим приходится мириться. Часто закон распределения случайной величины известен заранее и, значит, известны теоретические оценки величины  (4. Тогда мы можем их использовать. Так для нормальной случайной величины (4=3(4. Тогда
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(7)

Для равномерно распределенной на интервале [a;b] случайной величины X имеем
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получим
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и т. д.

 Если нет специальных оснований считать, что закон распределения сильно отличается от нормального, рекомендуется использовать формулу (7). Когда величина оценки
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 выбрана, строим по заданной доверительной вероятности доверительный интервал для дисперсии по формуле
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Пример.

В условиях предыдущего примера построить доверительный интервал для (=0,9. Тогда
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Доверительный интервал имеет вид
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11.6. Доверительный интервал для статистических оценок при точных законах распределения
Иногда удается построить точные законы распределения для  оценок. Например, если случайная величина X нормально распределена, то случайная величина 
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где M(X задана формулой (1), а D(X - формулой (5), распределена по закону Стьюдента с n степенями свободы. 

В этом случае можно построить точный доверительный интервал для статистического математического ожидания. Запишем равенство (6) в виде
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или
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Получаем уравнение

2S(t()=(.

По заданному ( и числу степеней свободы находим t(. А затем определяем 
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Доверительный интервал равен
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Пример.

Дана таблица результатов наблюдений.
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Построить доверительный интервал для (=0,9. Тогда M(X=0,4 и D(X=6,6. Для n-1=4, (=0,9 находим t(=2,13.
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Доверительный интервал равен
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Для того же случая выборки из нормальной случайной величины случайная величина D(X имеет вид
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(8)

где V распределена по закону (2 с n-1 степенями свободы. 

Закон распределения D(X известен. Это позволяет построить доверительный интервал для дисперсии. Плотность распределения kn-1(x) имеет асимметрию. Поэтому выберем интервал так, чтобы вероятность выхода за пределы доверительного интервала на правый участок равнялась вероятности попаданию на левый участок. Вероятность  попадания на левый участок обозначим (/2=(1-()/2.  Тем самым мы однозначно выделили два значения (12 и (22, которые задают вероятности
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Получаем, что вероятность попадания V на интервал [(22;(12] равна

P((22<V<(12)=(.

Интервал [(22;(12] является доверительным для величины V. Построим доверительный интервал для дисперсии, т. е. укажем такой интервал, чтобы

P(D1<D<D2 )=(.

Из равенства (8) получаем
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Поэтому неравенство (22<V соответствует неравенству
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Аналогично неравенство V<(12  соответствует неравенству
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Доверительный интервал для дисперсии равен
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Пример.

В условиях нашего примера при условии, что распределено нормально, построить доверительный интервал для (=0,9. Тогда по таблице значений (2 для n-1=19 находим 

(12=30,1;  (22 =10,11.

Доверительный интервал имеет вид


[image: image45.wmf]).

120

,

0

;

04

,

0

(

11

,

10

064

,

0

19

;

1

,

30

064

,

0

19

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

´

´

=

b

I


_1115117509.unknown

_1115117518.unknown

_1115117526.unknown

_1115117530.unknown

_1115117534.unknown

_1115117536.unknown

_1115117538.unknown

_1115117539.unknown

_1115117537.unknown

_1115117535.unknown

_1115117532.unknown

_1115117533.unknown

_1115117531.unknown

_1115117528.unknown

_1115117529.unknown

_1115117527.unknown

_1115117522.unknown

_1115117524.unknown

_1115117525.unknown

_1115117523.unknown

_1115117520.unknown

_1115117521.unknown

_1115117519.unknown

_1115117514.unknown

_1115117516.unknown

_1115117517.unknown

_1115117515.unknown

_1115117511.unknown

_1115117512.unknown

_1115117510.unknown

_1115117501.unknown

_1115117505.unknown

_1115117507.unknown

_1115117508.unknown

_1115117506.unknown

_1115117503.unknown

_1115117504.unknown

_1115117502.unknown

_1115117497.unknown

_1115117499.unknown

_1115117500.unknown

_1115117498.unknown

_1115117495.unknown

_1115117496.unknown

_1115117494.unknown

