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Векторы на прямой, плоскости и в пространстве
Теория и примеры
1. Направленные отрезки

Определение. Отрезок АВ называется направленным, если указан порядок, в котором заданы точки А и В. Если точка А первая, то ее называют началом направленного отрезка, а точку В – его концом.

Направленный отрезок с началом в точке А и концом в точке В обозначают 
[image: image1.wmf]AB

. Направлением отрезка считают направление от начала к концу (рис.1).


[image: image2]
Определение. Направленный отрезок, у которого начало совпадает с концом, называется нулевым.
Определение. Длиной направленного отрезка называется расстояние между его началом и концом. 

Длина направленного отрезка 
[image: image3.wmf]AB

 обозначается 
[image: image4.wmf]AB

.

Итак, 
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Определение. 

1. Пусть ненулевые направленные отрезки 
[image: image6.wmf]AB

 и 
[image: image7.wmf]CD

 лежат на двух различных параллельных прямых. Рассмотрим плоскость 
[image: image8.wmf]p

, проходящую через прямые 
[image: image9.wmf]АВ

 и 
[image: image10.wmf]CD

 (через две параллельные прямые проходит плоскость и при том только одна). Направленные отрезки 
[image: image11.wmf]AB

 и 
[image: image12.wmf]CD

 называются одинаково направленными или сонаправленными, если они лежат в одной полуплоскости с граничной прямой АС (рис.2), и противоположно направленными, если лежат в разных полуплоскостях с граничной прямой АС (рис.3).


[image: image13]
[image: image14]
2. Пусть ненулевые отрезки 
[image: image15.wmf]AB

 и 
[image: image16.wmf]CD

 лежат на одной прямой. В этом случае направленные отрезки 
[image: image17.wmf]AB

 и 
[image: image18.wmf]CD

 называются одинаково направленными или сонаправленными, если существует отрезок 
[image: image19.wmf]EF

, который одинаково направлен с каждым из отрезков 
[image: image20.wmf]AB

 и 
[image: image21.wmf]CD

 (рис. 4) и противоположно направленными в противном случае (рис. 5).


[image: image22]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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3. Нулевой отрезок считается сонаправленным любому отрезку.
Если направленные отрезки 
[image: image24.wmf]AB

 и 
[image: image25.wmf]CD

 сонаправлены, то пишут 
[image: image26.wmf]CD
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Если направленные отрезки 
[image: image27.wmf]AB

 и 
[image: image28.wmf]CD

 противоположно направлены, то пишут 
[image: image29.wmf]CD
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Определение. Направленные отрезки называются эквиполлентными, если они имеют одинаковую длину и одинаково направлены. 

Если 
[image: image30.wmf]AB

 и 
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 эквиполлентны, то пишут 
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Итак, 
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Отношение эквиполлентности является отношением эквивалентности (то есть рефлексивно, симметрично и транзитивно), следовательно, множество всех направленных отрезков можно разбить на непересекающиеся классы эквиполлентных друг другу отрезков.
2. Понятие вектора

Определение. Вектором называется класс эквиполлентных направленных отрезков.

(От латинского “veho” – тащить, нести).
Множество всех векторов обозначают V.
Векторы обозначаются 
[image: image34.wmf]®
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Определение. Класс нулевых направленных отрезков называется нулевым вектором и обозначается 
[image: image38.wmf]®
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.

Каждый направленный отрезок является представителем данного вектора и вполне определяет данный вектор. Геометрически вектор изображается одним из своих представителей (рис.1).


Определение. Длиной (модулем) и направлением ненулевого вектора называется соответственно длина и направление любого его представителя.


Определение. Говорят, что вектор параллелен прямой (плоскости), если любой его представитель параллелен этой прямой (плоскости).

Определение. Векторы называются коллинеарными, если они параллельны одной и ой же прямой. 

Нулевой вектор считается коллинеарным любому вектору.
Если векторы 
[image: image39.wmf]®
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 и 
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 коллинеарны, то пишут 
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Коллинеарные векторы могут быть сонаправлены (одинаково направлены) или противоположно направлены:
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Определение. Векторы называются равными, если они одинаково направлены и имеют равные модули (то есть если они совпадают как классы эквиполлентных направленных отрезков).
Итак, 
[image: image45.wmf].
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Определение. Векторы называются противоположными, если они имеют одинаковые модули и противоположно направлены.

Вектор, противоположный вектору 
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 обозначается 
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Определение. Векторы называются компланарными, если они параллельны одной и той же плоскости. 

3. Операции над векторами
Пусть 
[image: image49.wmf]®

a

– произвольный вектор, О – произвольная точка. Отложим от точки О отрезок ОА так, чтобы 
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 (рис. 6). Такая процедура является откладыванием вектора 
[image: image51.wmf]®

a

от точки О.


[image: image52]
Линейными операциями над векторами являются операции сложения и вычитания векторов и умножения вектора на действительное число.


Определение. Пусть даны 2 вектора 
[image: image53.wmf]®
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 и 
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. Отложим от точки О вектор 
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 от точки А вектор 
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 тогда вектор 
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 называется суммой векторов 
[image: image58.wmf]®
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 и 
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 (рис. 7). 
Изложенное правило называется правилом треугольника.


[image: image60]
Если векторы не коллинеарны, то можно воспользоваться правилом параллелограмма для нахождения суммы векторов 
[image: image61.wmf]®
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 и 
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:

от точки О откладываем векторы 
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 строим параллелограмм ОАВС (ОА и ОВ – стороны параллелограмма), тогда вектор 
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 (рис. 8).
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Свойства сложения векторов

10. 
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20. 
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40. 
[image: image72.wmf]V

a

Î

"

®



 EMBED Equation.3  [image: image73.wmf].
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Таким образом, множество всех векторов относительно операции сложения образует абелеву группу.

Используя ассоциативность операции сложения векторов, можно определить сумму трех, четырех и вообще любого конечного числа векторов:
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и сформулировать правило многоугольника нахождения суммы векторов: 
чтобы сложить векторы 
[image: image77.wmf]n
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 надо от произвольной точки О отложить 
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 (рис. 9 для четырех векторов)
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Определение. Разностью векторов 
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Итак, 
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Находить разность векторов 
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 и 
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 можно двумя способами:

1-ый способ
От точки О откладываем векторы 
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 (рис. 10).
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2-ой способ

Разность 
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 можно представить как сумму вектора 
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 и вектора, противоположного вектору 
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 (рис. 11).
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Определение. Произведением вектора 
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 удовлетворяющий условиям:
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Если 
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Пример.
На рис. 12 
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[image: image111]
Свойства умножения вектора на действительное число

10. 
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20. 
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30. 
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Теорема (необходимое и достаточное условие коллинеарности векторов)

Векторы 
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a

 и 
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 коллинеарны тогда и только тогда, когда существует действительное число λ такое, что 
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Итак, 
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4. Базис векторного пространства


Под системой векторов будем понимать любой набор векторов.

Определение. Говорят, что вектор 
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является линейной комбинацией векторов 
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Определение. Система векторов 
[image: image137.wmf],

1

®

a

 
[image: image138.wmf],

2

®

a

…, 
[image: image139.wmf]n

a

®
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Итак, 
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Определение. Система векторов 
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 выполняется только при 
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Итак, 
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Теорема (критерий линейной зависимости системы векторов)
Система векторов линейно зависима тогда и только тогда, когда хотя бы один из этих векторов линейно выражается через остальные.


[image: image159.wmf],

1

®

a

 
[image: image160.wmf],

2

®

a

…, 
[image: image161.wmf]n

a

®

 – ЛЗ 
[image: image162.wmf],

...

...

1

1

2

2

1

1

®

®

®

-

-

®

®

®

+

+

+

+

+

+

=

Û

n

n

k

k

k

k

k

a

a

a

a

a

а

l

l

l

l

l


где 
[image: image163.wmf]0

...

2

2

2

2

1

¹

+

+

+

n

l

l

l

.

Определение. Любую часть системы векторов будем называть подсистемой данной системы векторов.

Свойства линейно зависимых и линейно независимых систем

1. Система, состоящая из одного вектора, ЛЗ тогда и только тогда, когда этот вектор нулевой.
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1*. Система, состоящая из одного вектора, ЛНЗ тогда и только тогда, когда этот вектор не нулевой.
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2. Система, состоящая из двух векторов, ЛЗ тогда и только тогда, когда эти векторы коллинеарны.
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2*. Система, состоящая из двух векторов, ЛНЗ тогда и только тогда, когда эти векторы не коллинеарны.
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3. Система, состоящая из трех векторов, ЛЗ тогда и только тогда, когда эти векторы компланарны.
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3*. Система, состоящая из трех векторов, ЛНЗ тогда и только тогда, когда эти векторы не компланарны.
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4. Система, состоящая из четырех векторов, всегда линейно зависима.

5. Если подсистема некоторой системы векторов ЛЗ, то и вся система ЛЗ.

6. Если система векторов ЛНЗ, то и любая ее подсистема ЛНЗ.

Рассмотрим пространство векторов V.

Определение. Максимально линейно независимая подсистема системы векторов пространства V называется базисом векторного пространства.

“Максимально” означает, что добавление к этой системе одного вектора делает ее линейно зависимой.

Определение. Число n векторов базиса векторного пространства называется размерностью пространства.
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Определение. Координатами вектора в данном базисе называются коэффициенты в разложении этого вектора по базису.
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Теорема.

Координаты вектора в данном базисе определяются однозначно.

Примеры базисов
1. [image: image922.wmf]®

a

Базисом векторного пространства на прямой является любой ненулевой вектор (рис. 13).
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2. Базисом векторного пространства на плоскости является любая пара не коллинеарных векторов (рис. 14).
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3. Базисом векторного пространства в пространстве является любая тройка некомпланарных векторов (рис. 15).
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Координатное свойство векторов
Координаты линейной комбинации векторов равны линейным комбинациям соответствующих координат этих векторов с теми же коэффициентами.
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Пример.
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Пример.
Даны векторы 
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Получим систему:
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Система должна иметь только нулевое решение. Это будет в том случае, если определитель матрицы системы отличен от нуля:
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Итак, система векторов 
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Для решения этой системы воспользуемся методом Крамера.
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Определение. Углом между ненулевыми векторами 
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Угол между векторами 
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Определение. Векторы 
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Определение. Базис называется ортонормированным, если векторы базиса единичны и попарно перпендикулярны.

В векторном пространстве V1 ортонормированный базис 
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В векторном пространстве V2 ортонормированный базис 
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В векторном пространстве V3 ортонормированный базис 
[image: image287.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

®

®

®

k

j

i

,

,

, где 
[image: image288.wmf]1

=

=

=

®

®

®

k

j

i

(рис. 19).
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Теорема. 
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5. Скалярное произведение векторов


Определение. Скалярным произведением векторов 
[image: image295.wmf]®
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 и 
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 называется число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла между ними.
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Пример. 
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Зная координаты векторов 
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Теорема. 
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Указанная формула называется координатной формулой скалярного произведения.

Пример. 

Найти скалярное произведение векторов 
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Применение скалярного произведения для решения задач

1. Нахождение скалярного квадрата

Скалярное произведение 
[image: image318.wmf]®
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 является скалярным квадратом и обозначается 
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2. Критерий перпендикулярности векторов

Два вектора перпендикулярны тогда и только тогда, когда их скалярное произведение равно 0.
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При этом нулевой вектор можно считать перпендикулярным любому вектору.

3. Нахождение косинуса угла между двумя векторами

Угол между векторами 
[image: image322.wmf])

,

,

(

1

1

1

z

y

x

a

®

 и 
[image: image323.wmf])

,

,

(

2

2

2

z

y

x

b

®

определяется равенством:
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6. Векторное произведение векторов


Определение. Упорядоченная тройка некомпланарных векторов 
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Определение. Если векторы 
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Векторное произведение векторов 
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Зная координаты векторов 
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 и 
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 можно найти их векторное произведение.

Теорема. 

Пусть в правом ортонормированном базисе 
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тогда векторное произведение векторов 
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 вычисляется по формуле: 
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Указанная формула называется координатной формулой векторного произведения.

Пример. 

Найти векторное произведение векторов 
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Применение векторного произведения для решения задач

1. Нахождение площади параллелограмма

Если векторы 
[image: image361.wmf]®

a

 и 
[image: image362.wmf]®

b

 не коллинеарны, то модуль их векторного произведения равен площади параллелограмма, построенного на этих векторах (рис. 23).
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2. Критерий коллинеарности векторов

Два вектора коллинеарны тогда и только тогда, когда их векторное произведение равно 
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7. Смешанное произведение векторов


Определение. Смешанным произведением трех векторов 
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 и 
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 называется число, которое равно скалярному произведению векторного произведения векторов 
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 и 
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Смешанное произведение векторов 
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Теорема. 

Пусть в правом ортонормированном базисе 
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тогда смешанное произведение векторов 
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Указанная формула называется координатной формулой смешанного произведения.

Пример. 

Найти смешанное произведение векторов 
[image: image388.wmf]),
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Применение смешанного произведения для решения задач

1. Нахождение объема параллелепипеда, призмы, пирамиды

Если векторы 
[image: image392.wmf],
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 и 
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не компланарны, то модуль их смешанного произведения равен объему параллелепипеда, построенного на этих векторах (рис. 24).
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Объем треугольной призмы, построенной на векторах 
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 равен половине модуля их смешанного произведения (рис.25).
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Объем треугольной пирамиды, построенной на векторах 
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 равен шестой модуля их смешанного произведения (рис.26).
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2. Критерий компланарности векторов

Три вектора компланарны тогда и только тогда, когда смешанное произведение этих векторов равно  0.
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Метод координат
Теория и примеры
1. Система координат на прямой, плоскости и в пространстве

Система координат на прямой р задается парой
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 EMBED Equation.3  [image: image413.wmf]®
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 – ненулевой вектор, параллельный прямой р (рис. 27).

Точка О называется началом координат.

Прямая р называется координатной или числовой осью.
Определение. Радиус-вектором точки М называется вектор 
[image: image414.wmf]®
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Пусть М – точка прямой р, тогда (так как 
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Определение. Координатой точки М в с.к. 
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Система координат на плоскости π задается тройкой 
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Пусть М – точка плоскости π, тогда (так как 
[image: image439.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

®

®

2

1

,

e

e

– базис) 
[image: image440.wmf]®

ОМ

 можно выразить через 
[image: image441.wmf]1

®

e

 и 
[image: image442.wmf]2

®

e

:


[image: image443.wmf]2

1

®

®

®

+

=

e

y

е

х

ОМ



 EMBED Equation.3  [image: image444.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image445.wmf])

;

(

y

х

ОМ

®

 в базисе 
[image: image446.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

®

®

2

1

,

e

e

.

Определение. Координатами точки М в с.к. 
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[image: image454]
Определение. Система координат на плоскости называется прямоугольной декартовой, если базис соответствующего векторного пространства является ортонормированным (рис. 29).

Обозначается 
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Система координат в пространстве задается четверкой 
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Точка О называется началом координат.
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Прямые, проходящие через точку О, на которых положительные направления заданы соответственно векторами 
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Точка О и каждая пара координатных осей определяют три плоскости: Оху, Охz и Оуz, которые называют координатными плоскостями.
Пусть М – произвольная точка пространства, тогда (так как 
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Определение. Координатами точки М в с.к. 
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называются координаты радиус-вектора этой точки в базисе 
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. Первая координата называется абсциссой, вторая – ординатой, третья – аппликатой  точки М.
Итак, 
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[image: image483]
Итак, если введена с.к. на прямой (плоскости, в пространстве), то каждой точке взаимно однозначно сопоставляется единственное число (упорядоченная пара, упорядоченная тройка действительных чисел) – координата (координаты) этой точки в данной с.к. Таким образом, введение с.к. на прямой (плоскости, в пространстве) устанавливает биективное соответствие между множеством точек на прямой (плоскости, в пространстве) и множеством действительных чисел (упорядоченных пар, упорядоченных троек действительных чисел).

Координатные свойства точек 

1. Координаты вектора равны разности координат конца и начала этого вектора.
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2. Координаты середины отрезка равны полусумме координат концов отрезка.
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3. Расстояние между точками 
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На плоскости 
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На прямой 
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Пример.
Найти 
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2. Основные идеи метода координат

Пусть на плоскости (или в пространстве) задана с.к. 
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Соотношение вида 
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 связывающее переменные x и y, является уравнением с двумя переменными; а соотношение вида 
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 связывающее переменные x, y и z, является уравнением с тремя переменными. Решением уравнения 
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 можно поставить в соответствие единственную точку плоскости, имеющую пару чисел 
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 своими координатами. Точно так и каждому решению уравнения 
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 можно поставить в соответствие единственную точку пространства, имеющую тройку чисел 
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 своими координатами. Тогда множеству всех решений уравнения 
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 можно сопоставить множество всех точек на плоскости, а множеству всех решений уравнения 
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 – множество точек в пространстве, то есть некоторую геометрическую фигуру Ф.


Определение. Говорят, что плоская (или пространственная) фигура Ф задается уравнением 
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), если этому уравнению удовлетворяют координаты точек, принадлежащих фигуре Ф, и не удовлетворяют координаты никакой точки, не принадлежащей фигуре Ф.
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Аналогично определяется задание фигуры на плоскости или в пространстве неравенством, системой уравнений или неравенств.

Пример.

Выяснить, принадлежат ли точки 
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□ Поставим координаты точек в уравнение 
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 – верное равенство, следовательно, 
[image: image533.wmf].

Ф

M

Î



[image: image534.wmf]0

2

1

2

=

+

×

 – неверное равенство, следовательно, 
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С введением с.к. возникают 2 основные задачи:

1) имея некоторую геометрическую фигуру, получить уравнения (или неравенства, или систему уравнений или неравенств), задающих эту фигуру.

2) имея некоторое уравнение (или неравенство, или систему уравнений, или неравенств), выяснить, какую геометрическую фигуру они задают.

Пример.

Вывести уравнение окружности с центром в точке 
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□ Окружность с центром в точке С и радиуса r – множество точек плоскости, равноудаленных от точки С на расстояние r, то есть
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Итак, 
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 – уравнение окружности с центром в точке 
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 и радиуса r.
Пример.

Показать, что уравнение 
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 задает окружность.

□ Преобразуем уравнение:
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Получили уравнение окружности с центром в точке 
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Определение. Линией первого порядка называется множество точек плоскости, которое в некоторой с.к. 
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– многочлен первой степени.

Определение. Поверхностью первого порядка называется множество точек пространства, которое в некоторой с.к. 
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 задается уравнением 
[image: image556.wmf],

0

)

,

,

(

=

z

y

x

F

 где 
[image: image557.wmf])

,

,

(

z

y

x

F

– многочлен первой степени.

В разделе «Прямая на плоскости и в пространстве. Плоскость в пространстве.» будет показано, что линией первого порядка является прямая, а поверхностью первого порядка является плоскость и будут подробно изучены эти множества точек. Общее уравнение прямой: 
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 Общее уравнение плоскости 
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Определение. Линией второго порядка называется множество точек плоскости, которое в некоторой с.к. 
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– многочлен второй степени.

Определение. Поверхностью второго порядка называется множество точек пространства, которое в некоторой с.к. 
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– многочлен второй степени.

3. Линии второго порядка

Рассмотрим подробно наиболее часто встречающиеся линии второго порядка.

Определение. Эллипсом Э называется множество всех точек плоскости, для каждой из которых сумма расстояний до двух данных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная, большая, чем расстояние между фокусами.

Пусть 
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расстояние между фокусами равно 
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расстояние от точки М эллипса до фокуса 
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расстояние от точки М эллипса до фокуса 
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сумма расстояний от точки М до фокусов равна 
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 (рис. 31).

                                       
[image: image579]
Можно показать, что эллипс задается уравнением:
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которое называется каноническим уравнением эллипса.

Эллипс пересекает ось абсцисс в точках 
[image: image582.wmf])
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 а ось ординат в точках 
[image: image584.wmf])
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 Эти точки называют вершинами эллипса. Отрезок 
[image: image586.wmf]a
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 называют большой осью эллипса, отрезок 
[image: image587.wmf]b
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 называют малой осью эллипса.

При 
[image: image588.wmf]b
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 получим уравнение 
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 EMBED Equation.3 [image: image590.wmf]2

2

2

a

y

x

=

+

Û

. Это уравнение задает окружность с центром в точке 
[image: image591.wmf])
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 и радиуса а. Таким образом, окружность является частным случаем эллипса.

Определение. Гиперболой Г называется множество всех точек плоскости, для каждой из которых модуль разности расстояний до двух данных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная, меньшая, чем расстояние между фокусами.

Пусть 
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 – фокусы эллипса, 
расстояние между фокусами равно 
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расстояние от точки М эллипса до фокуса 
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расстояние от точки М эллипса до фокуса 
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модуль разности расстояний от точки М до фокусов равен 
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 (рис. 32).


[image: image605]
Можно показать, что гипербола задается уравнением:
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[image: image607.wmf],
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которое называется каноническим уравнением гиперболы.

Гипербола пересекает ось абсцисс в точках 
[image: image608.wmf])
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 которые называют вершинами гиперболы. Гипербола сколь угодно близко приближается к прямым 
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:

2

x

a

b

y

l

-

=

 которые называют асимптотами гиперболы.
Определение. Параболой П называется множество всех точек плоскости, для каждой из которых расстояние до данной точки, называемой фокусом, рано расстоянию до данной прямой d, называемой директрисой. 

Пусть F – фокус параболы, 
расстояние от точки М параболы до фокуса F равно r, то есть 
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 (рис. 33).


[image: image614]
Можно показать, что парабола задается уравнением:
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которое называется каноническим уравнением параболы.

Парабола проходит через начало координат 
[image: image617.wmf]).
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 Эта точка называется вершиной параболы.

Так как линии второго порядка в некоторой с.к. 
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– многочлен второй степени, то общее уравнение линий второго порядка имеет вид:
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где коэффициенты A, 2B, C, 2D, 2E и F 
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Путем преобразования с.к. 
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, уравнение сводится к одному из трех типов.

Классификация линий второго порядка
	Тип
	Уравнение

данного типа
	Каноническое уравнение вида
	Название
	Чертеж
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	пара совпадающих прямых
	
[image: image648]


4. Поверхности второго порядка

Рассмотрим некоторые поверхности второго порядка, то есть множества точек, которые в некоторой с.к. 
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1) Эллипсоид: 
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Рис. 34

2) Однополостный гиперболоид 
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Рис. 35
3) Двуполостный гиперболоид: 
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Рис. 36
4) Эллиптический параболоид: 
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Рис. 37
5) Гиперболический параболоид: 
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 (рис. 38)
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Рис. 38
6) Эллиптический цилиндр 
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 (рис. 39).
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Рис. 39

7) Гиперболический цилиндр 
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 – (рис. 40).
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Рис. 40
8) Параболический цилиндр 
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Рис. 41

9) Конус второго порядка: 
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 (рис. 42)
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Рис. 42
Написать уравнение множества точек, равноудаленных от точки 
[image: image662.wmf])
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№ 3.6

Установить, какое множество точек задается системой
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Линии и поверхности первого порядка 
Теория и примеры

1. Прямая на плоскости

Получим различные способы задания прямой на плоскости.

1. Задание прямой на плоскости точкой и угловым коэффициентом

Определение. Направляющим вектором прямой p называется любой ненулевой вектор, параллельный этой прямой.

Итак, 
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Все направляющие векторы прямой p коллинеарны, следовательно, их координаты пропорциональны. Пусть 
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[image: image670.wmf]1

1

2

2

2

1

2

1

x

y

x

y

y

y

x

x

=

Û

=

.
Итак, для любого направляющего вектора 
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 прямой p величина 
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 постоянна.
Определение. Угловым коэффициентом прямой p, направляющим вектором которой служит вектор 
[image: image673.wmf]),
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Угловой коэффициент прямой обозначают k.

Итак, 
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В п.д.с.к. 
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 – угол, образованный p с положительным направлением оси Ох (рис. 43).


[image: image678]
Выведем уравнение прямой p, если известны ее угловой коэффициент k и точка 
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 принадлежит оси Оу, то есть является точкой пересечения прямой p и оси Оу).
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 – произвольная точка прямой p, отличная от точки В, тогда 
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– направляющий вектор прямой p (рис.43), поэтому 
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Итак, 
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– уравнение прямой p с угловым коэффициентом k и точкой 
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Пример.

Определить угол, который образует прямая, заданная уравнением 
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 с положительным направлением оси Ох в п.д.с.к.
□ Представим уравнение 
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Пример.

Определить знак коэффициентов 
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 (рис. 44).


[image: image696]
□ Если прямая в п. д.с.к. задана уравнением 
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 являющейся точкой пересечения прямой с осью Оу.
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Так как 
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Так как 
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Так как точка 
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[image: image707.wmf].

0

1

<

b


Так как точка 
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[image: image709.wmf].

0

2

>

b

 ■

Выведем теперь уравнение прямой p, если известны ее угловой коэффициент k и точка 
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[image: image711]
Пусть 
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 – направляющий вектор прямой p (рис.45), поэтому 
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Итак, 
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– уравнение прямой p 

с угловым коэффициентом k и точкой 
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2. Задание прямой на плоскости точкой и направляющим вектором

Выведем уравнение прямой p, если 
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 – направляющий вектор прямой p, точка 
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Пусть 
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– направляющий вектор прямой p (рис.46), поэтому
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Итак, 
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 – параметрические уравнения прямой,

имеющей направляющий вектор 
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3. Задание прямой на плоскости двумя точками
Выведем уравнение прямой p, проходящей через две точки.

Пусть 
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 – параметрические уравнения прямой,

проходящей через точки 
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Частным случаем задания прямой двумя точками является случай, когда прямая пересекает оси координат в точках 
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Полученное уравнение называют уравнением прямой “в отрезках”.
4. Задание прямой точкой и нормальным вектором в п.д.с.к.
Определение. Нормальным вектором прямой p называется любой ненулевой вектор, перпендикулярный этой прямой.

Итак, 
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Получим уравнение прямой p, если 
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5. Общее уравнение прямой на плоскости

Теорема.
Любая прямая на плоскости задается уравнением 
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6. Угол между прямыми на плоскости в п.д.с.к.
Пусть в п.д.с.к. 
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7. Расстояние от точки до прямой на плоскости в п.д.с.к.
Пусть в п.д.с.к. 
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2. Плоскость в пространстве

Получим различные способы задания плоскости в пространстве.

1. Задание плоскости в пространстве точкой и парой неколлинеарных векторов, параллельных этой плоскости

Выведем уравнение плоскости π, если точка 
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2. Задание плоскости в пространстве тремя точками
Выведем уравнение плоскости π, если 
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проходящей через точки 
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Частным случаем задания плоскости тремя точками является случай, когда плоскость пересекает оси координат в точках 
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Это уравнение называют уравнением плоскости “в отрезках”.
2. Задание плоскости точкой и нормальным вектором в п.д.с.к.
Определение. Нормальным вектором плоскости π называется любой ненулевой вектор, перпендикулярный этой плоскости.
Итак, 
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 π).
Получим уравнение плоскости π, если 
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4. Общее уравнение плоскости в пространстве

Теорема.
Любая плоскость в пространстве задается уравнением 
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Итак, 
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5. Угол между плоскостями в п.д.с.к.

Пусть в п.д.с.к. 
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6. Расстояние от точки до прямой в п.д.с.к.
Пусть в п.д.с.к. 
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3. Прямая в пространстве

Получим различные способы задания прямой в пространстве.
1. Задание прямой в пространстве точкой и направляющим вектором

Выведем уравнение прямой p, если 
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– направляющий вектор прямой p (рис.50), поэтому
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Итак, 
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 – параметрические уравнения прямой, 

имеющей направляющий вектор 
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Итак, 
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имеющей направляющий вектор 
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2. Задание прямой в пространстве двумя точками
Выведем уравнение прямой p, проходящей через две точки.

Пусть 
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 – параметрические уравнения прямой,

проходящей через точки 
[image: image863.wmf])

;

;

(

1

1

1

1

z

y

x

M

 и 
[image: image864.wmf]).

;

;

(

2

2

2

2

z

y

x

M



[image: image865.wmf]2

1

1

2

1

1

2

1

z

z

z

z

х

х

y

y

х

х

x

x

-

-

=

-

-

=

-

-

 – канонические уравнения прямой,

проходящей через точки 
[image: image866.wmf])

;

;

(

1

1

1

1

z

y

x

M

 и 
[image: image867.wmf]).

;

;

(

2

2

2

2

z

y

x

M


3. Задание прямой в пространстве как линии пересечения двух плоскостей.
Пусть прямая p в пространстве является линией пересечения двух плоскостей: 
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, тогда прямую можно задать системой уравнений:


[image: image870.wmf]î

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

.

0

,

0

2

2

2

2

1

1

1

1

D

z

C

y

B

x

A

D

z

C

y

B

x

A


4. Угол между прямыми в пространстве в п.д.с.к.
Пусть в п.д.с.к. 
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 тогда косинус угла между прямыми вычисляется по формуле:
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5. Угол между прямой и плоскостью в п.д.с.к.

Пусть в п.д.с.к. 
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 тогда синус угла между прямой и плоскостью вычисляется по формуле:
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